7.5.15 Parabola a primka

Predpoklady: 7505, 7506, 7511, 7512, 7513

Pedagogicka poznamka: Na probrani celého obsahu je tieba tak jeden a ptl vyucovaci
hodiny. Pokud tolik ¢asu neméte, je potfeba bud’ rychle probéhnout tvodni ¢ast
nebo vynechat posledni piiklad a zadat ho na doméci piipravu.

Ceka nds posledni hodina o paraboléch a stéle jeSté nevime, procC se satelitni anténé fik4

YV, W

parabola = nejvyssi Cas roziesit tuto zahadu.

Pi.1: Na obrizku je nakreslena parabola x> =2py s ohniskem F, {dici piimkou ¢ a
vrcholem V [0; 0] .Bod X, [xo; yo] je libovolny bod paraboly rizny od vrcholu.
Oznac¢ patu kolmice vedené bodem X, na piimku g jako Y, . Rozhodni na zaklad¢
vlastnosti paraboly, zda vznikly trojihelnik X FY, je obecny nebo ma specidlni
vlastnosti (rovnostr;llnnost, rovnoramennost, pravouhlost ...).
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. Dokreslime kolmici a jeji patu do obrazku:
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- Z definice paraboly vyplyva: |X oF | = |X 0q| = |X 0Y0| = trojuhelnik X FY, je rovnoramenny

se zékladnou Y, F .
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Pr.2: (BONUS) Sted useCky FY, z pfedchoziho ptikladu ozna¢ Z,. Odhadni a poté
dokaZ, kolik spole¢nych bodd ma piimka X Z, s parabolou x* =2py .

\ Y Podle obrazku se zdé, Ze nakreslend pfimka ma
s parabolou jediny spole¢ny bod X, a je jeji teCnou.
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- Diikaz je jednoduchy. Nakreslime si libovolny bod piimky Z X rizny od X, .

X% Y Trojihelnik X FY, je rovnoramenny = piimka Z X
: je jeho osou a tedy i osou strany FY, = vSechny body
této piimky jsou stejn¢ vzdalené od krajnich boda F a
Y, = |XF|=|XxY,|.
Zkontrolujeme, zda bod X spliiuje podminku pro bod
paraboly: |XF| = |Xq| = |XY|.

Z obrdzku je vidét, Ze plati: | XY| <|XY,|=|XF| =
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|Xq| < |XF | = bod X urcité neni bodem paraboly.

Proc jsme to vSechno délali?
1. Z naseho obrazku uz je mozné snadno odvodit rovnici te¢ny paraboly.
2. Ted uz snadno ukdzeme, pro¢ chytime satelit pomoci parabol.



Pifmka Z X je osou trojuhelniku = d¢li uhel Y X F
na dv¢ stejné poloviny = vSechny tii vyznacené uhly
jsou stejné (véta o vrcholovych dhlech).

ProtoZe te¢na uddva smér paraboly v bod¢ X, uddva i
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rovinu, od které se odrdzi paprsek, ktery v tomto misté
dopadne na parabolu. Vyznacené thly pak ukazuji, ze
paprsek rovnobézny s osou paraboly se odrazi do jejiho

ohniska.
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Bod X, jsme volili libovolné¢ = pravidlo o odrazu plati pro vS§echny body paraboly.
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Parabola u satelitu soustied’uje paprsky signélu (které
pochézeji z velmi vzdédleného zdroje a tak jsou
prakticky rovnobézné) do svého ohniska (kde je
namontovany pfijimac).

Obracené funguje parabola u reflektor. V ohnisku
parabolického zrcadla je umisténa Zdrovka a
parabolické zrcadlo odrdzi paprsky z Zarovky do

vodorovného proudu svétla.

Vratime se k tecnam paraboly. Nebudeme si je odvozovat z ptedchozich obrazk(, pouZijeme

napodobu s teCnami elipsy a kruZnice.

Hleddme te¢nu paraboly (x - m)2 =2p ( y —n) v bodé¢ X [xo; yo] , ktery na ni leZi.

* Rovnice paraboly ve vrcholovém tvaru: (x —m)2 =2p ( y- n) .

* RozloZime zavorky s neznamymi: (x —m) (x - m) =p (y - n) +p (y —n) (zavorku na

pravé stran¢ nemuzZeme rozlozit na soucin, protoZe neni na druhou. MiiZeme ji vSak
napsat jako soucet, protoZe je ndsobend dvéma).
* Vidy jednu nezndmou nahradime soufadnici bodu X, :

(% =m)(x=m)=p(y,=n)+p(y=n).
Kupodivu to funguje.

Pedagogicka poznamka: Pro ,,odvozeni* rovnice te¢ny u paraboly jsem zvolil ptedchozi

postup ze téchto ditvodi:

Klasické odvozeni je dlouhé, studenti ho pfili§ nesleduji a sami ho nejsou schopni
provést. Zbyva tak mélo ¢asu na pocitani piikladu.

Klasicky se odvozuje pouze rovnice pro specidlni polohu paraboly s vrcholem



v pocatku soustavy soufadnic.
Pro ¢tyfti riizné tvary vrcholové rovnice, mame Ctyfi rizné tvary rovnice te¢ny =

O

povazuji za uzZite¢né€jsi ukdzat postup, jak ziskdvat tyto rovnice z rovnic parabol,
aby se studenti zbyte¢n¢€ nesnaZili zapamatovat si Ctyfi vzorce.

Pro kaZdy z druhii paraboly existuje odpovidajici rovnice te¢ny v jejim bodé X, [xo; yo] :
(x=m) =2p(y-n) = (x=m)(x=m)=p(y,=n)+p(y-n)
(x=m) ==2p(y-n) (% =m)(x=m)==p(y,=n)=p(y=n)
(y=n)" =2p(x=m) (3o =n)(y=n) = p(x, =m)+ p(x=m)
(y=n) (30 =n)(

y- n) = —2p(x m) Yo—n)ly— n):—p(xo ) p(x—m)
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Pr.3: Najdi rovnici tecny dané paraboly v daném bod¢:
a) (x+1)" =4(y+2);X,[1,] b) ¥ =-x;X,[%2].

Spravnost dosazeni over vypoctem prisecikli ptimky s parabolou.

) (x+1) =4(y+2) X,[1:7]

Urc¢ime druhou soufadnici bodu X, : (1 + 1)2 = 4( y+ 2) .
4=4(y+2)

Cy+2=l=y=-1

Hleddme te¢nu paraboly (x +1)2 = 4(y + 2) v bodé X, [1; —1] .
Vzorec pro te¢nu: (xo +1)(x+1) = 2( +2) + 2(y0 + 2) .

' Dosadime bod X, [1;=1]: (1+1)(x+1)=2(y+2)+2(-1+2).
2x+2=2y+4+2

2x-2y-4=0

- Rovnice te¢ny: x—y-2=0.

- Uréime spole¢né body dosazenim, z rovnice te¢ny vyjadiime y: y =x—-2.
Dosadime do rovnice paraboly: (x +1)2 = 4([x - 2] + 2) .

X +2x+1=4x

Xt -2x+l= (x —1)2 =0 = jediny prusecik s x-vou soutadnici x =1 (bod ze zadéni).
'b) ¥ =—x XO[?;Z]
- Uréime druhou soufadnici bodu X,: 2> =—x = x=-4.

Hleddme te¢nu paraboly (y —0)2 =- %(x —0) v bodé X, [—4; 2] .

2
| y x X,
- Vzorec pro te¢nu: (v, =0)(y-0)= _(E_Oj_&_o)'

Dosadime bod X, [-4;2]: 2y:—%__74.
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2y = 5 +2 /12

Cdy=-x+4

Te¢na ma rovnici: x+4y—-4=0.

- Ur&ime spole&né body dosazenim, z rovnice te¢ny vyjadiime x: x =4—4y .
Dosadime do rovnice paraboly: y* = —(4 -4 y) X

Y —4y+4=0

( y- 2)2 =0 = jediny prisecik s y-ovou soufadnici y =2 (bod ze zadéni).

Poznamka: Rovnici teény v bod¢é b) miiZeme samoziejmé zapisovat rovnou bez dosazovani

soutfadnic pocatku [0; 0] takto: y> =—x = yy, = —%—%.

Pedagogicka poznamka: Cisti studenttl bude piisobit obrovské problémy dopoéitani
zbyvajici soufadnice. Tuto ¢ast ptikladu je lepsi odtajnit brzo.

Pi.4: Urdi vzdjemnou polohu paraboly x> —4x—y+1=0 apifmky x—y—-3=0.

X —4x-y+1=0
x—y—3=0'
- Nejjednodussi je vyjadtit z druhé rovnice y a dosadit do prvni (je tam pouze jedenkrat):
P x—y-3=0=>y=x-3.
xz—4x—y+1:x2—4x—(x—3)+1:0
X =5x+4=0
5 (x—4)(x—1)=0 = dva kofeny:
o x =4 = y=x-3=4-3=1 = B[4]]
' x=1=y,=x,-3=1-3=-2 = Pz[l;—Z]
- Pfimka m4 s parabolou dva priiseciky P1[4; 1] a Pz[l;—Z] , je tedy jeji se€nou.

' Vzdjemnd poloha = uréime priseéiky = feSime soustavu rovnic:

Pr.S5: Je ddna parabola (y - 2)2 =2 (x - 1) . Najdi teCny této paraboly prochéazejici bodem
x[-3:1].

' Bod X nele?f na parabole = nemfizeme pouZit vzorce pro te¢ny = stejny postup jako u
- ostatnich kuZelosecek: viechny pifmky bodem X a z nich vybereme ty s jednim prisecikem.
- Piimky prochdzejici bodem X [—3;1] : (y —1) =k (x + 3) a piimka x=-3.

vvvvvv

' vyjadient, ale po dosazeni nebudeme umociiovat):

-y —1=kx+3k

Ckx=y-3k-1

' Vyjadfit miZzeme pouze kdyZ k #0 = musime prozkoumat moznost k =0
COx=y-30-1= y=1

Dosadime do rovnice paraboly: (1 - 2)2 =2 (x —1)



= Piimka y =1 se protind s parabolou v jediném bod¢ P[%;l}.

' Dile predpokldddme k #0: x=2 "% "1

' Dosadime do rovnice paraboly: (y—2)2 =2(y_3k_1_1J =2(y—3k—1—kJ

, k k
y2—4y+4=2By7_1k_1 /B

Cky?—dky+4k=2y-8k-2 /&

kyt—dky -2y +12k+2=0

k't +(—4ky-2) y+12k+2=0

Vime, Ze k # 0, ur¢ime, kdy se diskriminant rovnice rovna nule:
- D=b"—4dac=(~-4ky-2)" -4k (12k+2)=0

16k” +16k +4-48k” 8k =0

| 32k 48k +4=0 /:(—4)

8k*—2k-1=0
L = —-b++/b* —4ac _ —(—Z)i\/(—2)2—4[8[ﬂ—1) _ 2+6
s 2a 208 16
E 2+6 _ 1 N 1
k== ==7 = tetna (y—1)=5(x+3) 2
2y=-2=x+3 = x-2y+5=0
| 2-6_ 1 3 1
=== :tecna(y—l):—z(x+3) /3

4y-4=-x-3 = x+4y-1=0

Vysledek neni Gplné€ bez problémil. Oc¢ekdvali jsme dvé tecny, ale vySly ndm tii pfimky:
e y=1
e x—2y+5=0
e x+4y-1=0

Kde se stala chyba? Nakreslime si obrazek:



Pfimka y =1 rozhodné nevypada jako tecna, i kdyZ ma s parabolou pouze jeden prisecik,
za te€nu ji nepovazujeme (asi bychom pottebovali piesnéjsi definici teny, ale nebudeme to
zatim feSit).
= Kazdym bodem, ktery se nachdzi ve vnéjsi oblasti paraboly, prochédzeji tif ptimky, které
maji s parabolou jediny spole¢ny bod:

e dvé teCny,

* piimka rovnobéZnd s osou paraboly.

Dodatek: Ke stejnému vysledku bychom se pon¢kud pomaleji dostali i kdyZ bychom pii
dosazovéni vyjadfili misto x nezndmou y:
Vyjéadiime y a dosadime do rovnice paraboly: y =kx+3k +1.

(kc+3k +1-2)" =2(x—1)

(kox+3k =1) (kx +3k =1) =2x -2

k2x® +3k%x —kx+3k*x +9k> =3k —kx =3k +1=2x-2

k2x® +6k2x - 2kx +9k> -6k +1=2x -2

k*x* +6k*x —2kx—2x+9k* -6k +3=0

kx> +(6k2 —2k—2)x+9k2 —6k+3=0

Abychom mohli dosadit do vzorce, musime prozkoumat moznost k =0.
Dosadime: 02 x> +(6m)2 —2[(D—2)x+9.02 —6M+3=0.

—2x+3=0:>x=% - jediny pruse¢ik = pro kK =0 md pfimka y =kx+3k+1=1

s parabolou jediny prasecik.
Nyni pfedpokldddme k # O, ur¢ime diskriminant rovnice:

D=b* —dac =(6k> -2k -2) -4 k> (9k> 6k +3) =0

22 (3k* -k -1) -4 &> (9k* ~6k +3) =0 /:4

(3k> =k =1)(3k> =k =1) =k* (9%> -6k +3) =0

Ok* =3k>=3k> =3k’ + k> +k =3k +k +1-9k* + 6k —=3k> =0

—8k*> +2k +1=0 = fesime kvadratickou rovnici 8k* —2k —1=0 (stejnd rovnice
jako v ptvodnim feseni piikladu vyse.



Pr. 6: Petiakova:
strana 129/cviceni 81 c¢)
strana 129/cviceni 84 b)
strana 130/cviCeni 87
strana 130/cviceni 92 d)
strana 130/cviceni 94 a)

Shrnuti: Z bodu leziciho ve vnéjsi oblasti paraboly je k parabole mozné sestrojit tii pfimky
s jedinym spole¢nym bodem, kromé& dvou tecen i rovnobézku s osou paraboly.
Ostatni vztahy mezi pfimkou a parabolou jsou analogické situaci u elips.



