7.5.6 Tecny kruznic Il

Piedpoklady: 4501, 4504

Vv s

Ackoliv jsou piiklady optimalizované na co nejmensi pocetni obtiznost, vSichni
studenti nedokdzi dopocitat kompletni obsah celé hodiny. Provddime kontroly po
¢astech ptikladt, pokud nékdo nestihd, trvdm na tom, aby nejhorsi dseky
neopisoval a vynechaval si misto v seSité, aby mu zbyl ¢as na useky, které maji
vyznam z hlediska pochopeni smyslu ptikladu.

Ptesto vSechno to nakonec dopadne tak, Ze pokud tfida nepocita opravdu dobfe,
roztahnou se nésledujici piiklady do dvou hodin.

Pi.1: Je ddna kruznice k([1:1];v10) abod P[5;~1]. Rozhodni, zda bod P leZf uvnitf, vné

nebo na kruznici k. Pokud existuji, najdi te¢ny kruZnice prochézejici bodem P.

' Polohu bodu P zjistime z jeho vzdalenosti od stfedu kruZnice:

Ps=\(pi=s) (=) =\(5-1) +(-1-1) =¥20

. = bod P lezi vné kruznice = existuji dvé teény kruznice prochazejici timto bodem.

Co vime o hledanych te¢nach?

- Prochdzi bodem P = nezname smér (ten zjistime z toho, Ze piimka je tecnou) = zapiseme
| teCny pomoci parametru ve smérnicovém tvaru a najdeme spravnou hodnotu parametru podle
- poctu pritsecikil s kruZnicf .

- Piimky prochdzeji bodem P[S; —1] : (y + 1) =k (x —5) = y =kx—5k—1 + svisla pfimka
x=35.

Dosadime do stfedové rovnice kruZnice: (x - 1)2 + (y - 1)2 = (x —1)2 + (kx -5k-1 —1)2 =10.
(x-1)" + (ke =5k -2)* =10

X2 =2x+1+ k%% =5k x — 2kx = 5k>x + 25k* +10k = 2kx +10k +4 =10

(14 87) 2 10k%x — 4kx - 2x +25k* +20k =5 =0

(148?) =25k + 2k +1) x +5(5K7 + 4k =1) =0

' Podet feenf zdvisi na hodnoté diskriminantu. Hleddme te¢nu = chceme jediny prusecik =
' jediné feseni = hleddme nulovy diskriminant.

E 2 2 2 2 2

D=b’ ~dac=| 2(5k> +2k +1) | ~4(1+k>)3(5K> +4k ~1) =0

- =4(25k +10K + 5k +10k> +4k” +2k +5k + 2k +1) =20 (Sk* +4k 1+ 5k* +4k* —k?) =

- =4(25k" +20K° +14K° +4k +1) =20 (5k* +4k* +4k> +4k -1) =

| =100k* +80k> +56k> +16k +4 —100k* —80k* —80k> —80k +20 =

= —24k> - 64k +24 =0

=3k*+8k—3=0

' PoZadované hodnoty parametru k najdeme vzorcem pro kvadratickou rovnici:
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_8;10=—3 = Tetna (y+1)=-3(x-5) = 3x+y-14=0
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‘ k = Tecna (y+1 =l x=5) = x-3y-8=0
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Zbodu P[5;-1] je moné vést ke kruznici & [1:1]:v10) dvé teeny: 3x+y-14=0 a
x-3y-8=0.

Reseni predchoziho piikladu rozhodné nebylo snadné (i pies to, Ze nakonec vysla ,,p&knd
Cisla). Tecny jde naStésti nalézt i rychleji.

Opét pfedeme na jiné znaceni. Je dana kruZznice k ([m,n] ; r) abod X, [xl; yl] .
Predpokldddme, Ze bod X, leZi vné kruznice (kdyby leZel uvnitf, neni mozné teCnu sestrojit,

kdyby leZel na kruznici, miZeme tenu sestrojit pomoci rovnice te¢ny z minulé hodiny).
Kdyz sestrojime te¢nu kruZnice z bodu X, ziskdme tecny bod X .

Bod X, lezi na te¢né ke kruZnici k prochazejici bodem X . Rovnici této piimky jsme
odvodili minulou hodinu = bod X, leZi na piimce (xo —m) (x - m) + (y0 —n) (y —n) =7’
= rovnice mus{ vyjit, pokud do ni dosadime bod X, [xl ; yl] =

(x0 - m) (x1 - m) + ( Vo~ n) ( v~ n) =r” - toto nenf rovnice piimky, ale rovnost dvou
konkrétnich ¢isel, neobsahujici Zidnou proménou.

My bohuZel nezndme bod X [xo; yo] , proto v predchozi rovnosti misto soufadnic bodu

X, [xo; yo] napiSeme nezndmé x, y: (x—m)(x1 —m) +(y —n)(y1 —n) =r’.
Co tento vyraz znamena?
Pokud plati X, [xl; yl] zS [m; n] (vynulovala by se celd leva strana), jedna se o rovnici

piimky, kterd je uréena kruZnici k ([m, n] ; r) abodem X, [x1 ; yl] . Na této ptimce urcité lezi
oba te¢né body, které ziskdme po sestrojeni teCen z bodu X, ke kruZnici k. Tato piimka se

nazyva polara bodu X, vzhledem ke kruZnici k.



Polara bodu X, [xl;yl] vzhledem ke kruZnici ([m, n] ; r) ma rovnici
(s=m) (5, =)+ (=) (3 =) = .

Mnemotechnickd pomicka na zapamatovani je stejnd jako u rovnice tecny.
*  Stfedovd rovnice kruznice (x - m)2 +(y- n)2 =r.
* Rozlozime dvojcleny: (x —m) (x - m) + (y —n) (y - n) =r.
* 'V kazdém soucinu zaménime jedno x za x, (ajednoyza y,):
(x1 —m)(x—m)+(y1 —n)(y —n) =r’.

Tecné body jsou pruseciky polary s kruznici. Jakmile je vypocteme, miZeme napsat rovnice
teCen pomoci rovnice pro te¢nu.

Pi.2: Je ddna kruznice k([1:1];/10) abod P[5:~1]. Najdi teeny kruznice k prochézejici

bodem P pomoci rovnice polédry a rovnice tecny.

- Hledani polary
Nejdiive napiSeme stfedovou rovnici kruznice k: (x - 1)2 + ( y- 1)2 =10.
Rovnice poldry: (x—1)(5-1)+(y-1)(-1-1) =10
4(x-1)-2(y-1)=10
C4x-2y-12=0
- 2x-y-6=0
- Priiseciky polary s kruZnici (te¢né body)
. Hleddme pruseciky polary s kruznici k: 2x—y-6=0 = y=2x-6.
Dosadime do rovnice kruZnice: (x - 1)2 + (y - 1)2 = (x —1)2 + (2x -6 —1)2 =10.
C(x=1) #(2x-7) =% - 2x+1+4x> ~28x+49 =10
- 5x? =30x+40=0
x*—6x+8=0
(x-4)(x-2)=0
Dopocitani druhé souradnice te¢nych bodi a odpovidajici te¢ny
e x =4 = y,=2x-6=23-6=2 = tetny bod 7;[4;2].
Rovnice tecny kruZnice k v tomto bodé: (x —1) (4 - 1) + (y —1) (2 - 1) =10.



3(x-1)+(y-1)=10

. 3x+y—14 =0 (stejnd rovnice jako v pfedchozim feSenf{)

v =2 =y =25-6=2[2-6=-2 = tetny bod T,[2;-2].

| Rovnice tecny kruZnice k v tomto bodé: (x —1) (2 —1) + (y —1) (—2 - 1) =10.
(x-1)=-3(y-1)=10
x—3y—-8=0 (stejnd rovnice jako v pfedchozim fesSeni)

Pedagogicka poznamka: Predchozi piiklad zptisobuje n€kterym studentiim problémy kvuli
orientaci v tom, co je konstanta ze zadan{ a co je nezndmad. V takovém piipadé

pomiZe sestavovani rovnice poldry pomoci barevnych kiid (barvy odpovidaji
barvam na obrazku). V textu neni barevné rozliSeni pouZito imysIn¢.

Pedagogicka poznamka: Hodné studentti ma problémy pojmout cely piiklad a ve chvili, kdy
spoctou te¢né body, nevi jak dal.
Pr.3: Je dana kruznice k ([1;1] ;\/ﬁ ) a bod P[5; —1] . Najdi te€ny kruznice k prochazejici

bodem P. Pii feSeni vyuzij thly, které svira tecna se spojnici te¢ného bodu a stiedu
kruznice.

. Tecna svird se spojnici te¢ného bodu se stfedem kruznice pravy thel.

e 5+1 -1+1
5 Stfed kruznice [ = stied useCky PS = S, =S, T; 5 =[3;0].
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Polomér kruznice I: r, 5 5 = =5.

Stfredova rovnice kruZnice l([3; 0] ,\/g) : (x —3)2 + y2 =5.

Stfedova rovnice kruZnice k ([1; 1] ,«/E) :(x —1)2 +(y —1)2 =10.
Ziskali jsme soustavu dvou kvadratickych rovnic:
X' =6x+9+y° =5
X —2x+1+y*-2y+1=10

x2+y2—6x=—4

x> +y*—2x-2y=3

: x2+y2—6x=—4
17127 —4x+2y=-12 > y=2x-6

x4y’ —6x=x" +(2x—6)2 —-6x=-4

X7 +4x7 =24x+36 - 6x =4

- 5x" -30x+40=0

- Ziskali jsme stejnou rovnici jako v predchozim piikladé, kdy jsme te¢né body hledali pomoci

' polary = déle uz postupujeme stejne.

x> —6x+8=0

(x-4)(x-2)=0

Dopocitame druhé soutradnice tecnych bodl a odpovidajici tecny:

¢ x=4 = y=2x-6=2[3-6=2 = tetny bod 7,[4;2].

~ Rovnice te¢ny kruznice k v tomto bodé: (x—1)(4-1)+(y-1)(2-1) =10.
3(x-1)+(y-1)=10

. 3x+y—14 =0 (stejnd rovnice jako v pfedchozim fesSenfi)

e X, =2 = y,=2x,-6=2[2-6=-2 = teény bod T,[2;-2].

I Rovnice tecny kruZnice k v tomto bodé: (x —1) (2 —1) + (y —1) (—2 - 1) =10.
(x-1)=-3(y-1)=10
x—3y—-8=0 (stejnd rovnice jako v pfedchozim feSeni)

Pr.4: Petiakova:
strana 130/cviceni 91 b)
strana 130/cviceni 92 b)
strana 130/cviceni 93 b)

Shrnuti: Tecnu kruZznice miZeme najit pomoci poctu prusecikii parametricky nebo vyuZzitim
specidlnich vlastnosti.



