41.1 Opakovani vlastnosti funkci

Predpoklady:

Pedagogicka poznamkarlato hodina je zamySlena jako prvni, druhaieéim raniku. Podle
toho, které ukoly nechate studemn¢git, mize trvat jednu az éwyucovaci
hodiny.

Pr. 1: Rozhodni, které z nasledujicickegpigi mizeme povazovat za funkce. Eegpidi,
které nejsou funkcemi, své rozhodnutizodni.
a) Kazdému realnémtislu pgriradime vSechny jehcelitele.

b) Studenim ve tid¢ pritadime jejich vySku.
c) Statim na s¥té pritadime poet jejich obyvatel.
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d) Studenim ve tid¢ pritadime jejich otce.

- a) Kazdému realnémtislu gifadime vSechny jehctltitele.
' Nejde o funkci. Firozené&disla WtSi nez jedna maji vicetsliteltt = prifazeni by nebylo
' jednozné&né.
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' b) Studenim ve ¥idg piitadime jejich vysku.
- Jde o funkci.
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c) Statim na s¥té pritadime poet jejich obyvatel.
- Jde o funkci.
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d) Studenim ve tid¢ pritadime jejich otce.
. Nejde o funkci. Studefin pritazujemeiloveka, necislo.

= Funkce = jednozriaé (vime, kde skatime, mame jedinou cestudifazovani, které kati
u redlnycheisel.

Definice funkce: Funkce na mnoZziA je predpis, ktery kazdému prvku mnoziAypiifazuje
praw jedno realnéislo.

V naSem pipadt budou mnozinoé podmnoziny realnychisel = takovym funkcim séika
funkce realné promeénné.

MnoZzinaA se nazyvalefiniéni obor D( ).
MnoZina vSeclisel, kterd jsmefpradili nekterému prvku A, se nazyv@bor hodnot
H ( f) (matematicky — mnozina vSegh] R, ke kterym existuje aspigednox z defintniho

oboru funkcd tak, zey = f(x)).

PF. 2: Je dana funkcey = 2x, kde xON. Urei f(20) aH(f).

- f(20) = 40 (nebo-li prox =20 je y =40)
' H(f) je mnozina viech sudyefsel.



Graf funkce — mnoZina vech béadX [x; f(x)], kde xOD( f).

PF. 3: Rozhodni, které z nésledujicich ligdou body grafu funkce y=2x, kde xON:
X,[2:4]; X,[10;1; X,[-4;-8]; X,[15;3(.

X,[2:4] - je bodem grafu.

- X,[10;19 - neni bodem grafuf (10) = 20.
* X,[~4:-§] - neni bodem grafu;40D(f).
X,[15;3( - je bodem grafu.

PF. 4: Na obrazku je nakreslen graf funkdgx).

ayuri D(f)aH(f)  b)Zjisti, pro kter& je hodnota funkce&si nez nula.

c) Pridej do grafu dalSi bod tak, aby obrazéktal grafem funkce.
d) Fridej do grafu dalSi bod tak, aby obrazeékgtal byt grafem funkce.
POA

.

a) D(f)=(-0;-1)0(0;40(47 H(f)=(-;1) 0(3;4)0(57
b) Hodnota funkce jedsi nez nula procd(—co;—4) 0 (0;4) O ( 4;7 (body grafu nad 0say).

- ¢) Bod musime fidat tak, aby jeha-ovéa sotiadnice nepéila do defintniho oboru (pokud

bychom vybralix z defineniho oboru, nalezely by kmu dw hodnoty — fivodni a nova)=
' nekon&né mnoho moZznosti.



| v
- d) Bod musime iiidat tak, aby jeha-ovéa soiiadnice patla do definéniho oboru (budou k ni
' naleZet d¥ hodnoty - fgvodni a nova)}= nekoné&né mnoho moZnosti.

Ly

Pr. 5: Prirad’ zatatkim definic v levém sloupci odpovidajici konce v gravsloupci.

I:(lu,r::cmelijs(ef;a;z\t/;ﬁostouci, praw kdyz pro vSechna Je-li x, < %, pak (%) < f (%)
Ij(lu,r::CDeleS(ef;a;z\t/idflesajiCi’ prée kelyz pro vsechna Je-li x <%, pak f(x)< f(x)
Zu’r)l(l:cmest(ef;la;Z\t/Snerostouci praw kdyz pro vSechna Je-li %, < x,, pak f (x)> f(x,)
lj(lu,r)l(l:cDest(ef;la;g\t/sneklesajici praw kdyz pro vSechna Je-li x, < %, pak f (%)= (%)




Funkcef se nazyvdostouci, praw kdyz pro vSechna Jedi x < K f <
%, %, 0 D( f) plati: e-li x <%, pak f (x) < f(x,)

- Rostouci funkce z&Sichcisel vyrabi ¢tSi hodnoty nez z menSi¢fsel = uy zachovava
' nerovnost ock.

[Funkcef se nazyv&lesajici, praw kdyz pro vSechna .
%, %0 D( f) plat: Jelix <%, pak f () > f(x,)

- Klesajici funkce z &tSichcisel vyrabi mensi hodnoty nez z mensiistel = u'y obraci
' nerovnost oc.

[Funkcef se nazyvéerostouci praw kdyz pro vSechna _
x,% 0 D( f) plati Je-li % <%, pak f (%)= f(x)

Nerostouci funkce iZe klesat nebo stat na ngist> podoba se klesajici funkci, liSi se v tom,
' Ze hodnotyitznychx mohou byt stejné.

[Funkcef se nazyvaeklesajici praw kdyz pro viechna _
x,% 0 D( f) plati Je-li x < %, pak f (x) =< f(x)

Neklesajici funkce fiZe ffist nebo stat na mést= podobé se rostouci funkci, lisi se v tom, Ze
' hodnoty fiznychx mohou byt stejné.

Pedagogicka poznamka#¥i diskusi nejdive vyjasnime rozdil mezi rostouci a neklesajici
funkci. Poté si vS§imame, Ze podminky v pravém siosg liSi jednak simrem
nerovnosti a jednak tim, Ze obsahuji nebo neobsedujost.

Pr. 6: Napi$ definici funkce rostouci v intervall.

- Funkcef se nazyvaostouciv intervalud, praw kdyz pro vSechna,, x, (1 J plati: Je-li

X <%, pak f(x) < f(x).
1 Stejna definice jako pro rostouci funkci, ale vginile pouze z intervalii

Pr. 7. Definici prosté funkceigvel’ do nematematického jazyka.

- Definice: Funkcef se nazyvérosta, praw kdyz pro vSechn;, x, Ul D( f) plati: Je-li

X E X, pak f(x)# f(%).

| X % X,znamenaiznagislax, f(x)# f(x,) znamenatzné hodnoty ziskané gchto¢isel.
- = Funkce se nazywdrosta, prav kdyz z fiznychx vyrabi izna f (x) (neboliy).

Pr. 8: Rozhodni, zda platigta: ,Je-li funkce rostouci nebo klesajici, je péost

' Plati.
- Pokud je funkce rostouci, kazda nasledujici hodmatsi byt ¢tSi nez vSechnyipdchozi
' hodnoty= pro tiznax ziskdmeiiznay.



‘ PF. 9: Uved priklady navzajem inverznich funkci.

|
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Navzajem inverzni funkce maji prohozengy (otoacené Sipky firazovani).
Napriklad:

e y=2xje inverznl'ky:lx.
o y=4x jeinverzni ky = ».

e y=log, X je inverzni ky = a*.

Pr. 10: Je mozné najit inverzni funkci ke kazdé funkci? Rbke, stanov podminky, kdy to
mozné je.

Pri obraceni Sipek se nesmi stat, aby od jednohahéazelo vice nez jedna (v

- jednoznanosti) = pred obracenim se tam nedmvic Sipek schazet> kazdéy ma jen

. jednox = funkce musi byt prosta.

Poznamka: Inverzni funkce se zda f ™, pro grafy funkcif a f ™ plati, Ze jsou sou#nné
podle gimky y = x.

Pr. 11: Graf sudé funkce je os®soungrny s osow, protoze z i —x vyrabi stejnou hodnotu
y. Dopl n&atou definici:
Funkcef se nazyv&uda prav kdyz zarove plati:
a) Pro kazd&OD( f), je také —xO D( f)
b) ...

b) Pro kazdéxO D( f) plati f (x) = f(-x) = z opa&nych&isel vyrobime stejnou hodnotu.

Pr. 12: S pomoci pedchozi definice sudé funkce sestav definici lithikce. Jakou
vlastnost mé4 graf liché funkce?

. Funkcef se nazyvdicha, praw kdyz zarove plati:

- a) Pro kazd&O D( f), je také -xO D( f)
' b) Pro kazdéxO D( f) plati f (x)=-f(-x) = z opa&nychisel vyrobime opmé hodnoty
. Graf liché funkce je s¢dow soungrny podle poatku soustavy sdadnic.

Pedagogicka poznamkaBohuzel s&asto objevuje: b) Pro kazdé€ D( f) plati
f (x)# f(-x). Cisi z toho nepochopeni.

Pr. 13: Uved priklady sudych a lichych funkci.

' Sudé:y=x, y=|X, y=a, y=x", kden je sudé.

' Liché: y =X, yzi, y=X", kden je liché.
: X



Pedagogicka poznamkaSmyslem gikladu je, aby si studenti ggomili, Ze pojmenovani
vlastnosti funkci souvisi s druhem mocnitele.

H Pr. 14: Funkce se nazyva shora omezena, kdyz exisislie, které je ¥tSi nez vSechna
zZ jejiho oboru hodnot. Funkce ma maximum, kdyz myexiistuje jedno, které je
vétSi nebo rovno viem ostatnim. Dibplasledujici definice:

Funkcef ......... , praw kdyz existuje realnéislod takové, Ze pro véechned D( f) je
f(x)=d.
Funkcef.......... , praw kdyz pro vdechna O D( f) je f (x)= f(a).
Funkcef.......... , praw kdyz pro viechnxOD( f) je f (x)< f(a).
Funkcef ......... , praw kdyz existuje realnéislod takové, Ze pro véechned D( f) je
f(x)<d.

| Funkcef se nazyva zdola omezena, gradyz existuje realnéislo d takove, Ze pro vSechna
xOD(f) je f(x)=d.

- Cislo, se kterym srovnavame, nemusi byt z oboru bipgia mensi nez (nebo rovno) viechny
' hodnoty.

[Funkcef ma v bod a minimum, préa¥ kdyz pro véechnxOD( f) je f(x)= f(a).

Cislo, se kterym srovnavame, fiato oboru hodnot a je mensi nez (nebo rovno) viech
' hodnoty.

Funkcef ma v bod a maximum, pray kdyz pro vdechnaOD( f) je f (x)< f(a).

- Cislo, se kterym srovnavame, fiato oboru hodnot a jetéi nez (nebo rovno) viechny
. hodnoty.

Funkcef se nazyva shora omezena, prigyz existuje reélnéislo d takové, Ze pro vSechna
xOD(f) je f(x)<d.
- Cislo, se kterym srovnavame, nemusi byt z oboru bipge \&tsi nez (nebo rovno) viechny
' hodnoty.

PF. 15: Dokresli graf funkce tak, aby platilD ( f) =R a zarove:

a) funkce byla shora omezena b) funkeganminimum
c) funkce byla licha d) funkce byla suda
H Ve vSech pipadech nakresli jedn@eSeni a zformuluj podminku, kterou musi



splovat vSechny ,spravné” funkce.
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' Nejdtive je dobré si usdomit, Ze prazdné kotko o sotiadnicich[—4;2] nic neznamena,

neukuje pro funkci Zzadnou usp@danou dvoijici a fiveme ho ignorovat.

- a) Funkce je shora omezena.

- Neni moZne graf doplnit na graf shora omezené fenlox blizici se nule rostou hodnoty
' nade vSechny meze.

b) Funkce ma minimum.
. Obrazek funkce musi obsahovat ,nejnizsi bodizkme za & zvolit nejnizsi misto
. ,obloucku” nebo si novy bod dokreslit sami. VSechny daddy musi byt vySe.
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c) Funkce je licha.
' Graf musi byt sedow soungrny podle bod{0;0].



......................................................................

' d) Funkee je suda.
. Graf musi byt osavsoungrny podle osy.
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Shrnuti: Vlastnosti, které jsme u funkcidavali loni, maji funkce i letos.



